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Let ip n = inf {Ks | X^ m =i m ~ S = We show that lim„^ +oc (f n /n — — log2. 

1 Enoncé du théorème principal et principes de la démonstration 

Soit 

n 

Çn(s) = E m~ s (s = a + ït ; a,T € M) 

la somme partielle d'ordre n g N* de la série de Dirichlet de la fonction zêta de Riemann. Posons 

<p n = mï{a | C«(s) = 0} (n G N*). 

Théorème On a 



lim — = — log2. 



Pour < k < n, posons 



u k (s) = n- s - E + E i~ s ( seC )> 

n— k^j <7i l^j <n — k 

et 

p„, fc - inf {a | Cn,k(t0 - 0} (n G N*) 

(on ne considère ici que les zéros réels). Observons dès maintenant que k i— » /? n) fc est décroissante (car 
k l— * Cn.fc(c) est décroissante pour tout er G M, et lim^^-oo Cn,fc( cr ) = +oo). 
Le théorème résulte de la proposition suivante. 

Proposition 1 (%) Pour tout n G N*, on a cp n ^ p n ,n-i ; (U) Pour tout k G N*, il existe n\(k) G N* tel 
que (p n ^ p ni k pour tout n ^ ni(fc) ; fm) p n .k/n — * — log2 (n > fc — > oo). 

Le point (%) est un exercice facile, signalé par exemple dans [3J Theorem 3.1]. Les auteurs de [2] 
démontrent en outre ([2 p. 25]) que 

Pn,n — 1 1 r> / \ 

■ > — log 2 (n — » oo). 
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Le point (iii) se démontre de la même façon, en observant que pour tout c > fixé, on a 

e c — 2 

n~ cn Ç n ,k(-cn) -> — -, (n > k -> oo). 

e c — 1 

C'est donc le point fii) qui va retenir notre attention. Dans [2], Borwein, Fee, Ferguson et van der Waall 
démontrent que ip p = p P , p -i pour p premier (Theorem 4.10). Leur approche peut être étendue au cas de 
tous les entiers, en faisant appel au théorème d'équivalence de Bohr, que nous rappelons maintenant. 
Deux séries de Dirichlet ordinaires 

m= yaW ^ 5(s)= y6M 

Z — / m s Z — / m s 

m— 1 m— 1 

sont dites équivalentes s'il existe une fonction / : N* — > C complètement multiplicative, telle que b(m) — 
a(m)f(rn) et |/(w)| = 1 pour tout m ^ 1 (cf. [I] Theorem 8.12], où la condition imposée à /, apparemment 
plus faible, est en fait équivalente à la nôtre). Le théorème d'équivalence de Bohr consiste alors en 
l'assertion suivante. 

Soient /(s) et g(s) deux séries de Dirichlet équivalentes qui convergent absolument pour a > 
un- Alors, f(s) et g(s) prennent le même ensemble de valeurs dans toute bande ouverte incluse 
dans leur domaine de convergence absolue. Plus précisément, si o~q ^ a < b, alors 

{/(s), a < a <b} — {g{s), a < a <b}. 

Cet énoncé figure dans |TJ Theorem 8.16], où seul le cas des demi-plans a > a est signalé. La 
démonstration pour une bande verticale est identique. 

En particulier, Cn( s ) prend dans tout demi-plan a < b exactement les mêmes valeurs que 

n 

C«,x( s ) = X(m)m~ s , 

m— 1 

où x es ^ une fonction complètement multiplicative à valeurs ±1. Si 

X(n) = ±l, x (n-l)=x(n-2) = "- = x(n-*) = Tl, (1) 

on a 

±Cn, X (<T) < Cn,fc(<T), (aeR). 

Par conséquent, Ç n ^ x (a) prend la valeur dans la demi-droite ] — oo, /}„ &], et donc Cn(s) possède un zéro 
dans le demi-plan a < b si b > p n ,k- Cela prouve (ii), qui repose donc sur la proposition suivante, dont la 
démonstration est l'objet des paragraphes El [3] et |H 

Proposition 2 Soit k ^ 1. // existe n\{k) dans W tel que, pour tout n ^ ni(k), il existe une jonction 
X ■ N* — * {±1} complètement multiplicative vérifiant (TT]). 

Nous verrons que l'outil essentiel de la démonstration de la proposition [2] est le théorème de Siegel 
sur la finitude du nombre de points entiers d'une courbe elliptique définie sur les rationnels. 
Terminons ce paragraphe en rappelant le résultat de Montgomery [3] : 

supjcr | Cn(«) = 0} = 1 + (- - 1 + o(l)) l0gl0g " , n _> +00 , 

\7r / logn 

dont la démonstration utilise également le théorème d'équivalence de Bohr. 
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2 Système d'équations diophantiennes quadratiques 



Nous utiliserons au $3]la propriété de finitude suivante. 

Proposition 3 Soit u\ > 0, u-i > 0, uj, > 0, k% > k,2 > k\ ^ des nombres entiers. Le nombre de 
triplets (x, y, z) de nombres entiers tels que 

u\x 2 + ki = u 2 y 2 + k 2 = u a z 2 + k 3 , (2) 

est fini. 

Démonstration 

Si (x,y, z) est une solution de @, alors (X, Y) = (u2U 3 u 2 x 2 , u\u\u 2 xy z) est solution de 

Y 2 = X(X -a){X - 0), (3) 

avec a — ui«2«3(&2 ~ k\), f3 = u\U2U'i(k 3 — ki). L'équation © est celle d'une courbe elliptique sous la 
forme de Weierstrass. Comme < a < (3, le théorème de Siegel [H Chapter IX, Corollary 3.2.1] nous 
permet d'affirmer que ([3]) n'a qu'un nombre fini de solutions entières (X, Y). Par suite, @ n'a qu'un 
nombre fini de solutions entières (x, y, z). □ 

3 Partie sans facteur carré d'entiers consécutifs 

Pour n ^ 1, notons r(n) sa partie sans facteur carré : c'est l'unique entier 6^1 sans facteur carré tel 
que n = a 2 b, avec a entier. La proposition suivante rassemble les propriétés de la fonction r(n) utilisées 
au g! 

Proposition 4 Pour n > k 1, on considère les nombres 

r(n), r(n — 1), ... , r(n — k) (4) 

(i) Soit p un nombre premier, p > k. Alors p divise au plus un des nombres |4|. 

(ii) Si n ^ k 2 + k, les nombres ^ sont deux à deux distincts. 

(iii) Il existe no(k) tel que, pour n ^ no(k), au plus deux d'entre les nombres ((4]) ont tous leurs 
facteurs premiers ^ k. 

Démonstration 

(i) Si p\r(n — i) et p|r(n — j) avec ^ i < j ^ k, alors p\(j — i) ^ k. 

(ii) Si n — i — ua 2 , n — j — ua' 2 avec m, a, a' S N*, ^ i < j ^ k, alors 

fc ^ j - i = u (a 2 - a 12 ) = u{a + a){a - a') > ua ^ (ua 2 ) 1/2 ^ (n - fc) 1/2 , 
donc n < k 2 + k. 

(iii) Soient ^ k\ < k2 < k 3 ^ k tels que les nombres Ui = r(n — ki), 1 ^ i ^ 3, possèdent tous 
leurs diviseurs premiers ^ k. Puisque Ui est sans facteur carré, Ui \ P, oii P = J^J p est le produit des 

premiers ^ k. On écrit n — ki — UiO 2 , où flj G N*, 1 ^ i ^ 3. Pour chaque choix des Ui et des ki, 
l'ensemble des entiers n correspondants est fini d'après la proposition [3l Puisque l'ensemble des sextuples 
(iti, 1*2, «3, fci, k2, ks) est fini (avec moins de P 3 k 3 éléments), cela démontre le résultat. □ 
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4 Fonctions complètement multiplicatives à valeurs ±1 et en- 
tiers consécutifs 



On démontre maintenant la proposition O On commence par remarquer que x( m ) = x( r ( TO )) pour 
tout m G N* si x est complètement multiplicative à valeurs ±1. 

Soit n Jî Ui(fe), où ni(k) = max(fc 2 + k,no(k)), et no(fc) vérifie le (mj de la proposition 0J 
Premier cas : on suppose qu'un nombre premier p > k divise r(n). D'après la proposition (i), les 
diviseurs premiers des r(n — j), < j : ^ k, sont tous distincts de p. On pose alors x(p) = — 1, et xil) = 1 
pour p, pour obtenir (Q]) avec x( n ) = — 1- 

Deuxième cas : on suppose que tous les diviseurs premiers de r(n) sont ^ k. D'après la proposition [3J 
(iii), il existe jo tel que < jo ^ fc et tel que r(n — j) possède un facteur premier pj > k pour < j ^ k, 
j =/= jo. D'après la proposition 31 (i), chacun des pj ne divise que r(n — j) parmi les nombres (|3]). De plus, 
d'après la proposition [4J (ii), on a r(n) 7^ r(n — jo)- H existe donc un nombre premier p qui ne divise 
qu'un seul de ces deux nombres. Premier sous-cas : p | r(n) et p f r(n — jo)- On pose alors x(p) = — 1) 
x(Pj) = (— l)[pl r C"— J')] pour < j ^ k, j ^ jo, et x(<z) = 1 sur les autres nombres premiers. Ainsi |T]) 
est réalisée avec xi n ) = — 1- Deuxième sous-cas : p { r(n) et p | r(n — jo). On pose alors x(p) = — lj 
x(Pj) = (— l)[pt r (™-i)] pour < j ^ fc, j 7^ jo, et x(g) = 1 sur les autres nombres premiers. Ainsi fTJ) est 
réalisée avec x( n ) = 1- 
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